2. Cviceni z MA II. (8. a 11. 10. 2024)

ufal.mff.cuni.cz/course/nmai054
1. domaéci kol (termin 22., resp. 25.10. 2024)

A. Jesté metrické prostory

Co je metricky prostor a jak se definuji oteviené a uzaviené mnoziny? Co jsou vzory a obrazy
pro zobrazeni mezi metrickymi prostory?

1. Méjme metricky prostor (M, p). Zduvodnéte nasledujici:
(a) M, jsou oteviené i uzaviené v M.
(b) Sjednoceni libovolného souboru otevienych mnozin je oteviena mnozina.
(c) Prunik kone¢né mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina.
(d) Obdobna tvrzeni plati pro uzaviené mnoziny (koneéné sjednoceni, libovolny prunik).

2. Plati nasledujici tvrzeni? Dovedete zdtvodnit?

(a) Mnozina B(a,r) = {zx € M | d(a,xz) < r} (pro r > 0) je oteviend mnozina metrického
prostoru (M, d).

(b) Mnozina B'(a,r) = {x € M | d(a,z) < r} (pro r > 0) je uzaviend mnozina metrického
prostoru (M, d).

(¢) Jednobodové mnoziny jsou uzaviené mnoziny metrického prostoru (M, d).

(d) Jak vypadaji oteviené mnoziny v metrickém prostoru (M, d), jehoz kazdy bod je izolovanym
bodem? (Bod a je izolovanym bodem mnoziny A C M, pokud 3r > 0 takové, ze B(a,r) N

A ={a}.)

3. Jaky je vztah mezi nasledujicimi mnozinami — mnozinou A N B a mnozinou A N B?

B. Spojitost realnych funkci vice proménnych
Jak se definuje spojité zobrazeni? Jaka tvrzeni o spojitych zobrazenich znéte? (sklddéni spoj.

funkci, charakteristika pomoci vzoru, charakteristika pomoci konv. posloupnosti)

4. Ukazte, ze polynomy vice proménnych jsou spojité funkce P : R™ — R (pro jednoduchost se
omezme na polynomy dvou proménnych).

5. Zkoumejte néasledujici funkci f : D C R?> — R (kde na R? uvazujeme napf. eukleidovskou
metriku):

f(z,y) = /log(z —y) .



Uréete defini¢ni obor této funkce (jde o ot. ¢i uz. mnozinu?), spojitost, vrstevnice.
Nabyva tato funkce na svém defini¢nim oboru globalniho maxima a minima?

6. Lze nasledujici funkce dodefinovat tak, aby byly na R? spojité? Jak? Jsou tyto funkce ome-
zené? Nabyvaji tam své nejvétsi a nejmensi hodnoty (pokud ano, jaké)?

(a)  flz,y) = ngg/ﬁ
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(b)  flay) =

C. Parcialni derivace
Parcialni derivace. Necht f : G C R™ — R, G je oteviend, a € Gae' =10,...,0,1,0,...0] je

i-ty vektor kanoniclé baze R™. Parcidlni derivact funkce f podle i-té promeénné v bodé a rozumime

cilo of fla+te)) — f(a)
. a+te') — f(a
ox; (CL) - %g% t

(pokud tato limita existuje).

Znaceni: C1(G) .. mnozina funkei, které maji pro kazdy bod a € G spojité parc. derivace podle

vSech proménnych (tj. funkce z — %(x) jsou spojité jako funkce n proménnych).

7. Urcete defini¢ni obor nasledujicich funkci na R™, vysetfete jejich spojitost a vypoctéte parci-
alni derivace vsude, kde existuji. V zadaném bodé vycislete.

()  flz,y) = Vleyl v bodé [1, 2]

(b)  f(z,y,2) =(3)* v bodé [e,1,2].  Vypoctéte t¢Z parcidlni derivace 2. Fédul



